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xl xz .o l’n
Sia X = una sorgente DSSM con entropia H(X) = — > | p;logp;. Il problema che
pr P2 - Pn
vogliamo studiare & quello di valutare quanti bit perfettamente casuali possiamo ottenere (estrarre) da ogni
emissione di X.

Il problema e di grande importanza pratica, ed e alla base dei metodi numerici di tipo Montecarlo.
Gia von Neuman (la cui foto appare di fianco) si occupo della questione, e propose un semplice
metodo per estrarre bit perfettamente casuali da una sorgente di cui non & nota la casualita.
Supponiamo che la sorgente consista di una moneta (per semplicita) tale che ogni suo lancio puo
dare risultato Testa con probabilita pari a p e risultato Croce con probabilita pari ad 1 — p. 1l
metodo di von Neuman consiste nel lanciare due volte la moneta, produrre il bit 0 se I’esito dei due
lanci ¢ Testa-Croce, produrre il bit 1 se ’esito dei due lanci ¢ Croce-Testa, ripetere i due lanci nei
casi contrari. Poiche la probabilita di Testa-Croce ¢ pari a p(1 — p), che & uguale alla probabilita di Croce-Testa
(ovvero (1 — p)p), ne risulta che i bit prodotti sono equiprobabili, ovvero ciascuno ha probabilita pari ad 1/2.

Chiariamo pilt in dettaglio cosa intendiamo per estrarre bit casuali. Per una generica stringa binaria y € {0,1}*,
denotiamo con |y| la sua lunghezza, ovvero il numero di 0 e 1 che la compongono. Una funzione di estrazione
Ext: {x1,x2, - ,z,} — {0,1}* prende in input le emissioni di X e produce sequenze binarie y € {0,1}* tali che

1
P{z; per cui Ext(z;) =y|ly| =k} = o

2k”
ogniqualvolta P(ly| = k) > 0.
Per guadagnare intuizione, esaminiamo il caso in cui
0 1 2 3 .7
X =
1/8 1/8 1/8 1/8 ... 1/8

La funzione Ext potrebbe essere la seguente Ext : i € {0,1,2,...,7} — Ext(i) € {0,1}%, dove Ext(i) ¢ la
rappresentazione binaria del numero i. E chiaro che per ogni y € {0,1}® vale che P{i per cui Ext(i) = y’|y| =
3} = 5.

Supponiamo ora che
0 1 2 3 11
X =
1/12 1/12 1/12 1/12 ... 1/12

La funzione Ext potrebbe essere la seguente

rappresentazione binaria a 3 bit del numero ¢ se X =4,0<:<7

rappresentazione binaria a 2 bit del numero ¢ —8 se X =14,8 <i < 11.

Ext(i) = {

E chiaro che

, . . /12 1
P{i per cui Ext(i) = y||y| = 3} = 8;12 = 5

mentre 112 .
P{i per cui Ext(i) = y|ly| =2} = 112 =55



Di conseguenza, la funzione Ext produce sequenze di bit di lunghezza 3 o 2, perfettamente casuali. Inoltre, la
funzione Ext produrra 3 bit con probabilita 8/12 e produrra 2 bit con probabilita 4/12, di conseguenza il numero
medio di bit prodotti da Ext & pari a 3 x (8/12) + 2 x (4/12) ~ 2.6666 > |log12] — 1 = 2.

Possiamo generalizzare gli esempi di sopra nel seguente risultato.

0 1 - m-1
Teorema 1 Sia X = una sorgente che emette interi i € {0,1,...,m — 1}, m > 2,
1/m 1/m -~ 1/m
indipendentemente uno dall’altro, con probabilita 1/m ciascheduno. Esiste una funzione di estrazione Ext :
i€{0,1,...,m —1} — {0,1}* che produce, in media, almeno |logm| —1 = |H(X)| — 1 bits indipendenti e
perfettamente casuali.

Dimostrazione. Se m > 1 & pari a 2%, per qualche intero k& > 0, allora una funzione Ext che semplicemente
produca ’espansione binaria a k bit del numero i emesso dalla sorgente X chiaramente soddisfarra la tesi del
Teorema in quanto H(X) = logm = log 2¥ = k.

Nel caso generale, sia o = |[logm|. Definiremo la funzione Ext per questo caso in modo ricorsivo. Se X emette
un intero i € {0,1,...,2* — 1}, allora Ext(i) = y; € {0,1}*, dove y; & 'espansione binaria ad « bits dell’intero i.
Ovviamente varra

1/m 1

20/, 2o

Se X emette invece un intero ¢ > 2%, allora i valori della variabile casuale X — 2% sono distribuiti uniformemente
nell’insieme {0, 1,...m—2%—1}, che ha cardinalitd minore di {0,1,...,m—1}. Infatti, Vj € {0,1,...m—2*—1}
vale che

P{i per cui Ext(i) = y|ly| = a} =

o o 1/m 1
PX -2 =jlx 227 = (m—2°‘)/m:m—2‘¥

Di conseguenza la regola di estrazione puo essere ricorsivamente calcolata per decidere quale sequenza binaria
verra associata a ¢ > 2. Chiariamo meglio.

Sia S ={0,1,...,m — 1} l'insieme dei valori che la v.c. X puo emettere, ciascuno con probabilita pari a 1/m, e
sia o = |logm]. Scriviamo l'intero m nel modo seguente

m = Ba2% + Bac12% ...+ 12+ Bo2°, Bi€{0,1}.
Siano B, ..., B, i valori di §; pari a 1. Quindi
m = 2% + ... 4 2%,
Ad esempio, se m = 22, allora m = 2% + 22 + 2. Inoltre, avremmo
{0,1,2,...,21} = {0,1,...,15} U {16,17,18,19} U {20, 21}.
Generalizzando, avremmo che
S={0,1,....m—1} =5, U...US;, S;;NS;, =0,j#t,
eS| =2%1,...,]5;, | =2%. In altri termini

S;, =1{0,1,...2% —1},8;, = {2%1,2% 4 1,...2% 42%: — 1}, ...,
Si; = {2% 4 2% 2% 2% 1L, 2% e 2% 2% — 1

Nell’esempio di prima, S;, = {0,1,2,...,15},5;, = {16,17,18,19}, S;, = {20, 21}.

La variabile casuale X assumera un qualche valore arbitrario x appartenente ad un qualche S;,, di cardinalita
2%% . Allora, la funzione Ext dara come valore Ext(x) la rappresentazione binaria y € {0,1}*% dell’intero x —s;,,
1/m
2% /m

dove s;; =2%1 + ... +2%i7'. La probabilita di ciascun y € {0,1}*% siffatto sara pari a = 1/2% come

richiesto dalla definizione di estrattore.



Proviamo ora che il numero medio di bit perfettamente casuali prodotto dall’estrattore ¢ pari almeno ad o —
1= |logm|—1=|H(X)|] —1. Sem ¢ potenza di due abbiamo gia osservato che I'enunciato del Teorema &
vero. Ritorniamo alla definione ricorsiva dell’estrattore. Se X emette un numero 7 € {0,1,...,2% — 1}, allora
Ext(i) = y; € {0,1}* ed abbiamo gia osservato che

1/m 1
P{i per cui Ext(i) = =a} = = —.
{ip (i) = y|lyl = o} %0 m = 2
Se X emette un numero i € {2%,...,m—1}, allora la variabile casuale X' = X —2% & uniformemente distribuita in
{0,1,...,m—2%—1}, con m —2%—1 < m, per cui possiamo ragionare induttivamente su X’ ed assumere che per

X' esiste un estrattore che produce un numero medio di bit perfettamente casuali pari almeno a |log(m —2)] —1.
Mettendo tutto insieme otteniamo che se il valore assunto da X & < 2% — 1 (e cid avverra con probabilita 2¢/m)
avremo che Destrattore produrrd « bit casuali, mentre se invece il valore assunto da X & > 2% (e cido avverra
con probabilita (m — 2%)/m avremo che V'estrattore produrra in media almeno [log(m — 2%)] — 1 bit casuali. Di
conseguenza, il numero medio di bit casuali prodotti dall’estrattore & almeno pari a

e} [e3

m— 2

([log(m —2%)] = 1) =a + ([log(m —2%)] —a —1).

Poniamo [log(m — 2%)| = 3, con 0 < § < a — 1. Allora 2¢ = 2lles(m=2%)] — glog(m=2%)=c _ 9=¢(p _ 29) per
qualche € > 0. Ne segue che (m — 2%) = 28+¢ ovvero m = 28%¢ + 2%, Di conseguenza vale la sequente relazione

m — 2% 9B +e 28
= > .
m 26+e 4 20 = 26 4 20

Otteniamo quindi che il numero medio di bit casuali prodotti dall’estrattore ¢ pari almeno a

26 26 1
a+w(5—a—1)=a—m(a—ﬁ+l) Za—w(a—ﬁ—i—l) >a—1=|logm|—-1=|H(X)| -1,
il che completa la dimostrazione del Teorema. O

Questo risultato ci servira come base per calcolare il numero medio di bit perfettamente casuale che possiamo
estrarre da sorgenti che emettono i loro simboli in maniera non necessariamente equiprobabile. Abbiamo bisogno
di qualche risultato intermedio.

Lemma 1 Sia n > 0 un intero, q¢ un reale positivo tale che nq € {0,1,...,n}. Denotato con H(q) la quantita
H(q) = —qloggq— (1 —q)log(l —q), vale che

nH
2D (1 e,
n+1 ~ \nqg) —

Dimostrazione. L’enunciato del teorema ¢ banalmente vero per ¢ = 0 e per ¢ = 1, per cui possiamo supporre
0 < ¢ < 1. Applichiamo il Teorema del Binomio all’espressione 1 = (¢ + (1 — ¢))™. Otteniamo

I=(g+(1—-q)"= zn: (Z) F(1—gq" "> <q7;2> ¢ (1 — q)—Om,

k=0
Ne segue che

(qtz) <q (1 — q)f(lfq)n — 9—qnlogq  9—(1—g)nlog(l—q) _ 9nH(q)

Per provare la limitazione inferiore (:q) > 2nH(4) /(n + 1) proveremo che il termine (q’;) (1 — )= ¢ il pitt
)n—k.

grande termine che compare nella somma >, _, (Z) "1 —q Consideriamo la differenza tra due termini

successivi della somma:

R L R e}




Tale differenza sara non negativa se e solo se (1 — Z—jrlfl%q) > 0, ovvero se e solo se k > gn+ g — 1. In altre parole,
n—k

i termini (Z) q*(1—q) crescono fino a k = gn per poi decrescere, per cui il termine con k = ¢gn ¢ il piu grande.

Otteniamo allora

" (n “/n n
1= k 1— n—k ~ an(q1 _ (I—g)n _ 1 an(q1 _ (1—g)n
Z(k>q (1-4q) Z(qn>q (1-4q) (D), )" A=),
k=0 k=0
da cui (,,)q*"(1 — q)(1=D" > 1/(n + 1), ovvero

—qn(1 _ N\—(1—g)n nH(q)
n\ ¢ ™l-q _ e
qn n+1 n+1

Corollario 1 Per ogni intero n > 0 e ogni reale q € [0, 1] vale che

Dimostrazione. Proviamo la (1). Osserviamo che
(g =000 < (Dot =yt < 52 (ot -yt =1,
da cui si puo procedere esattamente come nel precedente Lemma. La prova della (2) & analoga.
Per provare la (3), osserviamo che per ¢ > 1/2 il precedente Lemma ci dice
() > mtoabin)  nitt)
lngl]) = n+1 ~ n+1°

La prova della (4) ¢ simile. .

Il Teorema 1 puo essere generalizzato al seguente caso generale:

"I/.l :I:2 PR ‘rm
Teorema 2 Data la variabile casuale X = , per ogni 6 > 0 esiste un intero n = n(d) tale

P11 P2 e Pm
che

1. esiste una funzione di estrazione Ext che avendo in input una sequenza di n emissioni di X produce in
output un numero medio di bit perfettamente casuali pari ad almeno (1 — §)nH(X);

2. per ogni funzione di estrazione Ext, il numero medio di bit perfettamente casuali che Ext puo produrre,
avendo in input sequenze di n emissioni di X, non puo essere superiore a nH(X).



