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Per i nostri scopi, una sorgente di informazione € una sequenza di variabili casuali X7, Xo,...,X;,... le quali
assumono valori in un di un insieme finito X (che chiameremo alfabeto sorgente).

Esempio 1 Ad esempio, X = {a,b,c,...,z} potrebbe essere lalfabeto della lingua italiana e potremmo porre,
Ve € X eVi > 1 P{X; = z} =probabilita di occorrenza della lettera x nella lingua italiana. Consultando la
letteratura, scopriremmo che in tal caso avremmo P{X; = a} ~ 11.74/100, P{X; = b} ~ 0.92/100, P{X; = c} =
4.50/100, P{X; = d} =~ 3.73/100, P{X; = e} ~ 11.79/100, P{X; = f} =~ 0.95/100, P{X; = g} =~ 1.64/100,
P{X; = h} = 1.54/100, P{X; = i} =~ 11.28/100, +P{X; = ¢} ~ 6.51/100, P{X; = m} =~ 2.51/100, P{X,; =
n} = 6.88/100, P{X; = o} ~ 9.83/100, P{X; = p} ~ 3.05/100, P{X; = ¢} ~ 0.51/100, P{X; = r} =~ 6.73/100,
P{X; = s} = 4.98/100, P{X; =t} =~ 5.62/100, P{X; = u} ~ 3.01/100, P{X,; = v} ~ 2.10/100, P{X; = z} =~
0.49/100, dove il segno = ¢é da intendersi che i valori prima scritti sono in realta le frequenze di apparizione dei
caratteri della lingua italiana, ma ai fini pratici tali frequenze possono essere considerate, sotto opportune ipotesi,
buone approssimazioni delle relative probabilita.

Effettueremo l’assunzione simplificatrice che le variabili casuali X; siano indipendenti, ovvero che Vk > 1 e
VX = z12g ... x5 € XF valga che

k
P{Xl :$17X221'2,...7Xk,:.I‘k}:HP{Xi:{L‘i},

i=1

dove X¥ =insieme di tutte le sequenze di lunghezza k che si possono costruire sull’alfabeto X. In pill, assumeremo
che tutte le X; abbiano la stessa distribuzione P, ovvero

Vr € X; e Vi > 1 vale che P{X; =z} = P(x).

In gergo, la sorgente X1, Xo,...,X;,... in cui le X; sono tra di loro indipendenti e hanno tutte la stessa distri-
buzione P = {P(x1),..., P(xm)} (dove abbiamo implicitamente assunto che X = {z1,...2z,,}) viene chiamata
sorgente discreta, stazionaria e senza memoria. In queste ipotesi, useremo la seguente compatta notazione per
descrivere la sorgente:
T T2 e Tm
X =
P(zy) P(xa) -+ P(zm)

e quindi X; = X per ogni ¢ > 1. A meno di menzione esplicita, tutte le sorgenti che studieremo in questo corso
sono da intendersi discrete, stazionarie e senza memoria, ed useremo ’acronimo DSSS per intendere cio.

Il primo problema che vogliamo studiare puo essere informalmente descritto nel modo seguente. Desideriamo
memorizzare le sequenze emesse da una sorgente su di un supporto che permette la scrittura e lettura di simboli
binari (ovvero, 0 e 1). Per ovvi motivi, vorremmo poter recuperare, dalla lettura del binario, qual & la sequenza
originaria emessa dalla sorgente. In pit, vorremmo usare, per ciascuna sequenza sorgente, il minor numero di 0
e 1 (bits) possibili. Un po pitt formalmente, cerchiamo una funzione di codifica c : X¥ — {0,1}" ed una funzione
di decodifica d : {0,1}" — X* (dove {0,1}" & I'insieme delle sequenze binarie di una data lunghezza n) che abbia
le seguenti caratteristiche

i) m sia il piu piccolo possibile (e quindi il rapporto n/k pari al numero di bits usati per ogni lettera sorgente
sia il pit piccolo possibile)



ii) P{x:x € X* e per cui valga d(c(x)) # x} sia “molto piccolo”.

Date funzioni di codifica ¢ : X¥ — {0,1}" e decodifica d : {0,1}" — X*, e sorgente X, denotiamo con e(d,c) la
quantita
e(d,c) = P{x:x € X* e per cui valga d(c(x)) # x}.

Chiaramente, e(d,c) denota la probabilita che la sorgente emetta una qualche sequenza su cui le nostre regole
di codifica e decodifica sbagliano. Chiameremo quindi e(d,c) la probabilita di errore dello schema di codifi-
ca/decodifica. Inoltre, dati k& = lunghezza delle sequenze sorgenti che vogliamo codificare, ed ¢ =probabilita di
errore che vogliamo tollerare, poniamo n(k, €) pari al pit piccolo valore di n per cui possiamo trovare una funzione
di codifica ¢ : X¥ — {0,1}" ed una funzione di decodifica d : {0,1}" — X* che abbiano e(d,c) < e. Vogliamo
determinare il valore n(k,€)/k quando k ¢ “molto grande”. Tale valore n(k,€)/k rappresentera quindi il minimo
numero di bits per simbolo sorgente che possiamo usare sotto la condizione checi garantisce 1’esistenza di una
codifica e decodifica con probabilita di errore inferiore ad e. Sussiste il seguente risultato.

Teorema 1 Per una generica sorgente X1, Xo, ..., X5, ... discreta, stazionaria e senza memoria con distribuzione
P ={P(z1),...,P(xm)}, vale che

. n(ke) 1
Jm = ;@:(P (x)log 55

1

La quantita ),y P(x)log Bz verra denotata con H(P) e verra chiamata Uentropia della sorgente (ovvero, della

variabile casuale X con distribuzione P = {P(x1),...,P(zm)}.

Per la prova del Teorema, osserviamo che l'esistenza di una funzione di codifica ¢ : X¥ — {0,1}" e decodifica
d: {0,1}" — X* che abbiano probabilita di errore e(d, c) < € & ovviamente equivalente a trovare un sottoinsieme
A C X¥ di sequenze di lunghezza k tale che

P(A)=> P(x)>1-¢ e |A] < 2" (1)

xXEA

Quindi, informalmente, ’enunciato del Teorema equivale a mostrare che per un n = n(k,¢) ~ kH(P) esiste un
A C XF per cui
P(A)>1—¢ e |A] <2HHP)

e, viceversa, per ogni sottoinsieme di sequenze di probabilitd almeno 1 — €, la sua cardinalita e, in prima
approssimazione, pari almeno a QkH(P)

Andiamo alla ricerca di un siffatto insieme A. Fissati k e § > 0, definiamo
B(k,8) = {x € Xk : 27RHP)H) < p(x) < o7kH(P)=0)} (2)

Per l'insieme B(k,d) valgono le seguenti uguaglianze

B(k,8) = {x € X*: k(H(P) 4 6) > log P > k(H(P)—0)} (poiche 1og£ = —logx) (3)
=<{x k o} L — oiche la sorgente ¢
{ e X" : k(H(P)+6) > log Hle Pl > k(H(P) 6)} (poiche 1 gente & DSSS) (4)

Y

k
= {x € X¥: k(H(P)+6) > Zlog ! ~ > k(H(P) - 5)} (poiche loga x b =1loga+logh)  (5)



Consideriamo adesso, per ogni i = 1,...,k la variabile casuale
log —P&l) log —P(IM) -+ log 7P(im)
Y;- =
P(z1)  P(z2) -+ Plam)

dove, ricordiamo X = {1, ...z, }. Per tale variabile casuale vale ovviamente che il suo valor medio E[Y;] & pari a

1
EY;] =) P(x)log Ol H(P).
rzeX
Continuando dalla (5) otteniamo
1 g 1
B(k, ) = {x e Xk ‘E Z log Pl H(P)‘ < 6} (dalla definizione di valore assoluto) (6)
i=1 i
1 F
= {x e Xk ‘E ZYZ — H(P)‘ < 6} (dalla definizione di Y;) (7)
i=1
Per la legge debole dei grandi numeri sappiamo che
1 F
klgroloP{x: E;Y,»—H(P) ga}:1 V8 >0 (8)

ovvero che limg_,, P(B(k,d)) = 1. Pertanto, sappiamo che Ve > 0 3k tale che P(B(k,d)) > 1 —e.

Il primo passo lo abbiamo completato, ovvero abbiamo trovato un insieme la cui probabilita ¢ > 1 — e. Speriamo
ora che la sua cardinalita non sia troppo grande. Osserviamo a tal proposito che

Yo o Px)= > 27 RHEI) (dalla (2)) (9)

xeB(k,0) x€B(k,0)
= |B(k,6)| x 27 HHE)+0) (10)

1> P(B(k,d))

da culi otteniamo che
|B(k,0)| < 2MHEP)I+0),

Riassumendo, abbiamo trovato un insieme B(k,d) che soddisfa le seguenti due interessanti proprieta

1. P(B(k,6)) >1—¢
2. |B(k,0)| < 2MHEP)I+0),

Se adesso fissiamo n = [k(H (P) + J)], il numero di sequenze binarie di lunghezza n (pari a 2") sara almeno pari
a 2FHP)I+9) > | B(k,4)|. Quindi ne potremmo assegnare una distinta a ciascuna sequenza x € B(k,d), e quindi
tale funziona di decodifica sara chiaramente iniettiva e quindi invertibile (da cui la decodifica). E per le restanti
sequenze x € X¥\ B(k,§)? Per esse non ce ne importa nulla, in quanto esse avranno in totale probabilita al piil .

Ricordiamo che avevamo definito n(k,€) come il pit piccolo valore di n per cui possiamo trovare una funzione
di codifica ¢ : X¥ — {0,1}" ed una funzione di decodifica d : {0,1}" — X* che abbiano e(d,c) < e. Avendo



visto che per n = [k(H(P) + 0)] & possibile trovare una tale coppia di funzioni c e d, ne possiamo concludere che
n(k,e) < [k(H(P) + )], ovvero che ”(’;’6) < M(H(S)M)]. Pertanto

~—

k
lim sup n(k, €

msup — < (H(P)+9),

e la prima parte del Teorema ¢ dimostrato.

Per dimostrare la seconda parte, dobbiamo far vedere che

liminf n(k, €)
k—oo k

ovvero, alla luce di quanto detto prima, ogni sottoinsieme A C X* che abbia P(A) > 1 — ¢, non pud avere un
numero di elementi significativamente inferiore a 25(F),

Aprendo una parentesi, possiamo facilmente osservare che per insiemi arbitrari A e B, con P(A) > 1 —¢ e
P(B) > 1 —¢, vale che P(AN B) > 1 — 2e. Notiamo innanzitutto che P(A) > 1 —¢e e P(B) > 1 — ¢ implica che
P(A) < ee P(B) < ¢, dove con A e B abbiamo denotato, rispetivamente, il complemento dell’insieme A ed il
complemento dell’insieme B. Otteniamo quindi che

P(AUB) < P(A) + P(B) < 2,

da cui

P(AUB) >1—2e.

D’altra parte, vale ovviamente che

P(AUB)=P(ANB),
ed quindi P(AN B) > 1 — 2¢, come speravamo.
Sia ora un generico A C X* che abbia P(A) > 1 —e. Da quanto prima osservato abbiamo

1-2¢<P(ANB(k,0)= >  Px)< Y 27FHAE=) (dalla (2)
x€ANB(k,5) x€ANB(k,5)

< |AN B(k,8)| x 27FHEPI=0) < 4] x o= kHP)=9)

da cul otteniamo che
|A| > (1 — 2€) x 2FHEP)=0),

Riassumendo, per ogni insieme A per cui probabilitd P(A) > 1 — ¢, (in particolare, per il pilt piccolo tale insieme
A) che ci garantisce quindi probabilita di errore < e qualora forniamo una codifica distinta ad ogni elemento in
A, ci occorrono almeno (1 — 2¢) x 2k(H(P)=9) sequenze binarie. Ovvero, la lunghezza della codifica dovra essere
almeno pari a log ((1 — 2€) % Qk(H(P)"s)). Quindi, varra

n(k,e€) S log(1 — 2¢)

o > B (e o),
da cui
tmint "5 S (gepy g,
k— o0 k
il che & quanto occorreva provare per completare la dimostrazione del Teorema. O

Una delle conseguenze del Teorema appena dimostrato ¢ che all’interno dell’insieme X* di tutte le sequenze di
lunghezza k costruibili sull’alfabeto X (che sono in numero pari a |X|¥) ve ne ¢ uno di cardinalita ~ 257 () (che,



in generale & < |X|*) e di probalitd totale > 1 —e. E non solo. In tale insieme, tutte le sequenze sono quasi
equiprobabili, nel senso che la loro probabilita & ~ 2K ()

Vediamo un esempio. Supponiamo di avere la seguente sorgente

a b
X = <0.2 O.8>

Vogliamo codificare sequenze sorgenti di lunghezza k = 25. Se insistessimo a voler codifiche e decodifiche con
probabilita di decodifica errata pari a 0, dovremmo necessariamente usare sequenze sorgenti di lunghezza n per
cui 2" > 225 ovvero n = 25 e quindi un bit per ogni simbolo sorgente.

Decidiamo allora di tollerare una probabilita di errore al piu pari a e = 0.03. Ricordiamo che una generica sequenza
lunga 25 emessa da X con numero di a pari a ¢t e numero di b pari a 25 — ¢ ha probabilita di essere emessa uguale
a (0.2)t x (0.8)25~t. Inoltre, I'insieme di tutte le sequenze sorgenti di lunghezza 25 con numero di a pari a t e
numero di b pari a 25 — ¢t ha probabiliita pari a

(25> (0.2)" x (0.8)*7.

t

L’entropia di X & pari a
H(X)=—-0.210og(0.2) — (0.8)log(0.8) ~ 0.721928....

In accordo al Teorema prima visto, calcoliamo

1
B = {tutte le sequenze x: H(X) — ¢ < —%bgp(x) < H(X)+ 0}

dove scegliamo § = 0.2. Quindi
1 5
B = {x:0.521928 < ~55 log ((0.2)" x (0.8)*~*) < 0.921928}.

Risolvendo per ¢, scopriamo che 3 <t < 7. Quindi
T (25
Pr{B} = ( . )(o.z)t x (0.8)%7t =0.9793... > 1 — ¢ =1 — 0.003.
t=3

Inoltre, vale che
7

25
Bl = = 725880.
-2 (7)
Ora, [log, |B|] = 20, per cui ci bastera usare 20 bit per codificare, in maniera distinta, ogni possibile sequenza
in B. Il numero di bits per simbolo sorgente che useremmo ¢ quindi 20/25 = 0.8 (meno di 1, ed abbastanza
prossimo all’entropia della sorgente, se aumentassimo k potremmo avvicinarci ancora di pit). Osserviamo anche
che, in questo esempio, |B|/22° ~ 0.0216..., quindi stiamo codificando solo una frazione pari a 0.0216 del totale
di tutte le possibili 22° sequenze sorgenti di lunghezza 25, e ciononostante riusciamo ad avere una probabilita di
decodifica errata < 0.03.

Un’ultima osservazione. Supponiamo che l'alfabeto della sorgente sia esso stesso binario (cioe pari a {0, 1}. In tale
caso il problema che abbiamo affrontato (e risolto!) ¢ essenzialmente il seguente. Vorremmo trovare una funzione
di codifica c : {0,1}¥ — {0,1}", con k > n, che sia “invertibile” (cioe decodificabile). Cid & ovviamente impossibile
in quanto {0,1}* = 2% > 2" = {0,1}" e quindi necessariamente degli errori accadranno nella inversione di c,
ovvero nella decodifica. Quello che abbiamo scoperto ¢ che per n = kH(P) (e tale numero ¢ in generale inferiore a
k in quanto H(P) = 1 solo nel caso in cui le probabilita di emissione di 0 e 1 sono entrambe pari a 1/2) possiamo



costruire una inversa di ¢ che funziona “con alta probabilita”, ovvero che sbaglia solo di di un sottoinsieme di
{0,1}* che, benche possibilmente grande, ha una probabilita totale inferiore a €, con € piccolo a piacere.

1l risultato prima visto (ovvero il Teorema 1), non & molto utile in pratica, in quanto la costruzione dell’insieme
B(k,d) richiede 'esame di un numero esponenziale di sequenze. Cid non ¢ fattibile in pratica. Per dare una
soluzione a tale problema, € prima necessario studiare piu in dettaglio le proprieta matematiche della funzione
entropia H(X) di una variabile casuale X. Ricordiamo innanzitutto il concetto di concavitid e convessita di
funzioni reali di una variabile reale.

Definizione 1 Una funzione f: R — R ¢é detta convessa sull’intervallo (a,b) C R se
Vay,x9 € (a,0) € VO<A<1 wale che f(Ax1 + (1 —Nax2) < Af(x1) + (1 —N)f(xs).
f € detta strettamente convessa su (a,b) se l'uguaglianza vale solo per A\ =0 e A = 1.
Intuitivamente, una funzione ¢ convessa se il grafico della funzione & sempre sotto la corda Af(z1) + (1 — A) f(z2)

che unisce i punti z; e z3. Equivalentemente, f ¢ convessa se in ogni punto zg di (a,b) la funzione f & sopra la
tangente passante per xg, ovverosia se la seguente diseguaglianza vale:

Vo € (a,b) f(x) > alz — o) + f(z0)- (11)
Una funzione f : R — R & detta concava sull’'intervallo (a,b) C R se —f & convessa. Vale il seguente risultato.

Teorema 2 Se la funzione f ha derivata seconda che ¢ > 0 (ovvero > 0 sull’intervallo (a,b), allora f é convessa
(ovvero strettamente convessa).

Dall’'ultimo Teorema discende, ad esempio, che le funzioni 22, e*, xlogx sono strettamente convesse per = > 0,
mentre log z, /T sono strettamente concave per z > 0.

Ricordiamo ora che se abbiamo una variabile casuale X che assume valori in un insieme & in accordo alla
distribuzione di probabilita P = {P(z) : x € X'}, il suo valor medio E[X] ¢ definito come E[X] =} _, xP(x).
E se abbiamo una funzione f : R — R allora f ed X naturalmente definiscono una nuova variabile casuale
f(X) di valor medio E[f(X)] = 3 f(x)P(z). Sussiste il seguente importante risultato, noto sotto il nome di
Diseguaglianza di Jensen.

Teorema 3 Se f & convessa e X € una variabile casuale, allora vale che
E[f(X)] > f(E[X]). (12)

Inoltre, se [ e strettamente convessa, allora la disequaglianza vale con il segno di equaglianza se e solo se la
variabile casuale é concentrata in un punto xg, ovvero assume sempre lo stesso valore xg.

Dimostrazione. Sia zo = E[X] ed applichiamo la formula (11). Otteniamo che
f(X) > a(X = E[X]) + f(E[X]).
Ricordando le proprieta della media di una variabile casuale, otteniamo che
E[f(X)] = o(E[X] - E[X]) + f(E[X]) = f(E[X]).

E inoltre chiaro che se la f fosse strettamente convessa la diseguaglianza e soddisfatta con uguaglianza solo nel
punto di contatto tra la tangente a(x — xg) + f(zo) e la funzione, ovvero in zy = F[X], da cui segue che se in
(12) vale I'uguaglianza, allora X = E[X]. O

Proviamo ora il seguente risultato.



xr1 To cee Tm

Corollario 1 Sia X = una variabile casuale. Vale che
P(z1) P(x2) -+ Plong)
- 1
0< H(X) = ;P(xi) log Py < logm.

Dimostrazione. La limitazione inferiore 0 < H(X) & ovvia, una volta che si osservi che 'argomento del logaritmo
& sempre > 1, per cui ogni termine nella sommatoria di H(X) ¢ > 0. Per provare la limitazione superiore, useremo

la diseguaglianza di Jensen, applicata alla funzione concava f(x) = —logx ed alla variabile casuale
1 1 . 1
P(zy)  P(z2) P(zm)
P(z1) P(z2) -+ Plom)
Si ha

H(X) = Y P(ai)log o= = EL(Y)] < (B[] = log Y P(a:) o = logm.
i=1 ’ i=1 g

Poiche la funzione f(x) = logz & strettamente concava, ne discende anche che I'uguaglianza H(X) = logm vale
se e solo se P(x;) =1/m, perognii=1,...,m. a

Il seguente esempio dovrebbe ulteriormente cementare la nostra convinzione che I’entropia di una variabile casuale
X ¢ una corretta misura dell’incertezza che a priori abbiamo sui valori assunti da X.

Esempio 2 Sia X wuna variabile casuale con distribuzione di probabilita p = (p1,...,pn). Supponiamo che
Ji,j € {1,...,n} tale che p; > p;. Definiamo la nuova variabile casuale Y avente distribuzione di probabilita
a=(q1,---,qn) cost definita
Pk perk #1i,j
ar =
% per k =1,j.

Per motivi evidenti, il nostro livello di incertezza su'Y é maggiore di quello che abbiamo su X. Infatti, per Y
1 valori i-esimo e j-esimo hanno uguale probabilita di accadere, e quindi nulla possiamo dire su di essi, mentre
per X sappiamo che il valore i-estmo ha probabilita di occorrere maggiore della probabilita di occorrere dell’evento
j-esimo, e questo dovrebbe descrescere il nostro livello di incertezza. Vediamo se cio é riflesso anche dall’entropia,



ovvero se € vero che l'entropia di Y e maggiore di quella di X. Calcoliamo
- 1 O 1
H(X)-H(Y)=> pplog—— > g;log—
k=1 L ak

1 1 1 1
= pilog — + p;log — — gilog — — ¢jlog —
p Yz qi

i dj
1 1 (pi+pj) 2 (pi +pj) 2
= p;log — 4+ pjlog — — log — lo
pi U 2 (pi +pj) 2 (pi +1p;5)

log ! + p;log ! (pi + p;)log
— pilog — +p;log — — (pi + p; s
I T e R e )

I L +p;l ! I log ———
= pilog — + p; log — — p; 10g —— — p; l0g
pi / pj (pi +pj) ! (pi +pj)

pi 1 pi +p;
= pilog =% + pjlog =% — (p; + p;) log 2
Q J
Di pi +Dpj Dy pi +pj
= pi+p‘)< log + log — (pi +pj
( / pi +Dj i pi +Dj pj i)

< (pi +pj) <log < Pi_ PitDj + Pj Pit pj)) — (pi +p;) (applicando la dis. di Jensen)

pi+p;  Di Pi+p;  pj
= (pi +pj)log2— (pi+p;) =0

Concludiamo quindi che H(Y') > H(X), come ci aspettavamo.

C.E. Shannon

Una nota storica: la maggior parte dei concetti di base che studieremo nel corso furono introdotti
da C.E. Shannon nel 1948. Alla pagina iniziale del corso potrete trovare dei link a pagine che



