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Nella lezione scorsa abbiamo esaminato il problema di valutare 1’evoluzione nel tempo del capitale T" di uno

scommettitore coinvolto in un gioco di scommesse. Dette X7, Xo, ... le variabili casuali (vc) che descrivono 'esito
della gara 1,2, ..., abbiamo assunto che esse fossero indipendenti ed indenticamente distribuite, ovvero che valesse
. 1 2 ...
Vi1l Xp=X= ", (1)
pP1 P2 --- DPm

dove con p; denotiamo la probabilita che li-esimo cavallo vinca la gara k-esima, e tale probabilita ¢ sempre la
stessa per ogni k > 1.

Inoltre abbiamo descritto la strategia del giocatore mediante il vettore b = (by,...,by) e quella dell’agenzia
mediante il vettore o = (01, ...,0,,) con i significati gia illustrati nella scorsa lezione.
Detto

W(pv b» O) = sz IOg Oibi
i=1

avevamo osservato che, per n molto grande, valeva che il capitale del giocatore era pari a

~ T2"W(P.bo),

Inoltre, la strategia ottimale (ovvero quella che massimizzava il capitale) la si otteneva scegliendo b = p, ed in
tal caso valeva che il capitale del giocatore era pari a

~ T2 pilogoi—H(p)]

Infine, sotto l'ipotesi che ’agenzia fosse “onesta”, ovvero che valesse ) ,(1/0;) = 1, avevamo ottenuto che, per arbi-
traria strategia b del giocatore, ed arbitraria strategiar = (r1, ..., ry,) dell’agenzia (dove r; = (1/0;)/(>°,(1/0k)),
valeva che il capitale del giocatore era pari a

~ T2om[D(plIr)=D(p|b)]

La domanda che ci poniamo in questa lezione (ed a cui vogliamo fornire una risposta) ¢: come cambia la velocita
di crescita del capitale se disponiamo di una qualche informazione ausiliaria, descritta da una ve Y'?

Preliminare alla risoluzione della domanda di sopra ¢ lintroduzione (motivatal) di una misura dell’informa-
zione che una ve Y fornisce su di un’altra ve X. Come abbiamo (lungamente...) argomentato a lezione, una
ragionevole misura di quanta informazione Y fornisce su X potrebbe essere data dalla divergenza informazionale
D(p(xy)||lp(x)p(y)) tra la congiunta p(zy) della coppia di ve XY, e la distribuzione di probabilita che avremmo
su XY se esse fossero indipendenti, ovvero tra la distribuzione p(zy) e la distribuzione p(x)p(y). Infatti, sap-
piamo che D(p(zy)||p(x)p(y)) = 0 se e solo se p(zy) = p(z)p(y) (per tutti i possibili valori  che la ve X puod
assumere e per tutti i possibili valori y che la ve Y pud assumere). Detto in altre parole, D(p(zy)||p(z)p(y)) =0
se e solo se X e Y sono indipendenti (e cid soddisfa la nostra intuizione, in quanto se X e Y fossero indipendenti,
allora ¢ ovvio che 'informazione che Y ci pud fornire su X ¢ pari a zero). D’altra parte, la divergenza infor-
mazionale D(p(zy)||p(z)p(y)) “aumenta” man mano che la congiunta p(xy) differisce dal prodotto p(x)p(y),
ovvero aumenta all’aumentare della dipendenza tra X e Y (ed anche cid soddisfa la nostra intuizione, in quanto
se X e Y sono “molto” dipendenti, allora & ovvio che I'informazione che Y ci puo fornire su X ¢ “grande”, e nel



caso estremo in cui la conoscenza di Y ci permette di determinare esattamente X dovremmo avere la massima
informazione possibile). Calcoliamo esplicitamente D(p(zy)||p(z)p(y)) per chiarire ulteriormente la questione.
Si ha

Dipten)p(e)plo)) = 3 p(on) o f% ()> 2)

= 3 e og” plaly ')) (in quanto 20— pialy)) (@)
= Zp zy)log s Zp el (4)
=" pla)log péx - 3 ek (in quanto 3 p(ay) = p(z))  (5)

=3 k,gp(% - L ptalnlo xw) (in quanto p(ay) = p(y)p(aly)) (6)
= H(X Z Zp z[y) 1o | 3 (7)

Osserviamo ora che il termine

1
Zx:p(wly) log o)

di fatto ¢ una entropia, per ogni valore fissato y. Ovvero, ¢ 'entropia della vc X condizionata dal fatto che Y = y.
La denotiamo quindi con H(X|Y = y) e scriviamo

> ply ZP (ly)log
Yy

Chiameremo il valor medio delle entropie

Zp H(X|Y =y).

> P HX[Y =y)

che compare nella (7) entropia di X condizionata da'Y e la denoteremo con H(X|Y'). D’altra parte, sappiamo
che la divergenza informazionale D(p(zy)||p(z)p(y)) € sempre non negativa, ed & pari a zero se e solo se le ve X
e Y sono indipendenti. Abbiamo quindi:

D(p(zy)llp(z)p(y)) = H(X) — H(X|Y) =0
da cui otteniamo che, per ogni vc X e Y vale la diseguaglianza
H(X) > H(X]Y)

con uguaglianza se e solo se X e Y sono indipendenti. Il tutto ha un’ovvia ed intuitiva interpretazione: ogni
qualvolta condizioniamo i valori di una ve casuale X con valori di una ve'Y, la sua entropia (media) puo solo
decrescere (e rimane inalterata se e solo se X e Y sono indipendenti, come & ragionevole aspettarsi). Denotiamo
(per comodita di notazione) con I(X;Y) la quantita

H(X)- HX|Y)=I1(X;Y) > 0.

Visto che
H(X|Y)=H(X)-I(X;Y)



si ha che I(X;Y') rappresenta di quanto decresce la nostra incertezza su X (ovvero, H(X)) quando conosciamo Y
(che sard ora H(X|Y')). Poiche solo “informazione” pud far decrescere I'incertezza, ¢ ragionevole chiamare I(X;Y)
la (mutua) informazione di Y su X. Il temine mutua si riferisce al fatto che, ovviamente, dalla definizione si
evince che la I(-;-) & simmetrica nelle sue variabili, ovvero

I(X;Y) = I(Y; X).

Notiamo, infine, che varra I(X; X) = H(X) — H(X|X) = H(X), per cui la mutua informazione &, in un certo
senso, una estensione dell’entropia H(X).

Avendo terminato la ricerca di una ragionevole una misura dell’informazione che una vc Y fornisce su di un’altra
ve X, ed avendola individuata in I(X;Y’), ritorniamo al nostro problema di partenza. Cerchiamo quindi di
quantificare come cambia la velocita di crescita del capitale se disponiamo di una qualche informazione ausiliaria
sugli esiti della corsa (prima esclusivamente rappresentati dalla ve X in (1)), dove tale informazione ausiliaria &
descritta da una ve Y.

La prima considerazione da fare ¢ che adesso le probabilita di vittoria di ciascun cavallo ¢ sono condizionate da
i valori assunti dalla vc ausiliaria Y (imaginiamo i valori assunti da Y come delle informazioni che una “spia” ci
fornisce). Pertanto, il punto di partenza sono adesso le probabilita di vittoria condizionate, date da

Pr{X =Y =y} Vi=1,....,m, Yy

da interpretarsi come la probabilita che il cavallo i-esimo vinca la gara, dato che abbiamo saputo dalla “spia”
la notizia y. Cio comporta che anche la strategia del giocatore b potra dipendere dai valori y assunti da Y. Di
conseguenza, mentre prima avevamo solo la successione di ve X7, Xs, . .., dove ciascuna X; era uguale alla ve (1),
adesso lo scenario ¢ descritto da una successione di coppie di vc

(leyl)’ (X27Y2)a EERE (Xu)/Z)a v

Assumeremo che tale successione sia composta da vc indipendenti ed identicamente distribuite, il che implica
anche che
Yk > 1 Pr{Xy =2,Y; =y} = p(zy)

per ogni possibile cavallo x e possibile fatto y che la spia ci puo dire. Ragionando come fatto nella lezione scorsa,
abbiamo che il capitale iniziale T' dopo n gare viene moltiplicato per un fattore S, dato da'

dove

vk > 1 o(Xk)—O(X)—(; ;z N gm)

e Vk > 1 b(X|Yy) & una ve che assume valori b(i]y) con probabilith Pr{X = i,Y = y}. Ovvero, assume i valori
pari alla percentuale del capitale che il giocatore decide di puntare sul cavallo i-esimo, dato che ha ricevuto dalla
“spia” la notizia y. Formalmente, b(Xy|Y%) ¢ la seguente ve:

_ _ b(1]y1) b(mly1) b(1lys) b(m|ys)
b(X|Ye) = b(X|Y) = (Pr{X—l,Y—yl} . P{X=m, Y=y} ... Pr{X=1Y=y) ... P{X=m,Y =y.})’
dove abbiamo denotato con i, ...,ys i possibili messaggi che la spia puo fornire al giocatore. Siamo interessati

a stimare il valore S,, quando il numero di gare n € molto grande, per cui effettuiamo le seguenti considerazioni:

1Qui usiamo una terminologia leggermente diversa da quella usata nella lezione scorsa, per evidenziare che la strategia del giocatore
dipende dai valori assunti dalla vc Y, mentre le quote pagate dall’agenzia no (i valori assunti da Y sono noti al giocatore e quindi
possono influenzare la sua strategia. I valori assunti da Y non sono noti all’agenzia di scommesse...).



1 1 .
—log S, = —1 b( XY, X
~log - ngI;[l (X&|Yi)o(Xk)

1 n
== log (b(Xk|Yi)o(Xx))
"=
— Z Pr{X =2z,Y = y}logh(X = z|Y = y)o(X = x) (per la legge debole dei grandi numeri)

n—00
T,y

W(b(-|-), Px,y,0)

def

T,y

=D Pxy(zy)logb(aly) + 3 Pxy (wy)logo(z)
T,y T,y

= ZPXy(a:y) log (b(m|y) ley ) + ZPX ) log o(x)
T,y Y

Pxy ( x|y
=> Py(y ZPX|Y z|y) log Py |y (z|y) — ZPY )ZPX\Y(SU|y)10g l +szlog02

>0 poiche ¢ una divergenza

< sz' log o; + Z Py (y) Z Pxy (z|y)log Px |y (z|y)

—Zp,logoz ZPY ZPX‘Y zly) 10gP)(|Y(3:|y)
—szlogoz ZPY H(X|Y =y) = Zpllogoz H(X|Y).

In pit, notiamo che vale 'uguaglianza se e solo se la divergenza che compare nell’espressione ¢ pari a zero, ovvero
se e solo se il giocatore ha usato come strategia b(:|-) = Px|y(:|-). Pertanto possiamo dire che

E%W( (1), Px.y,o0) Zpllogol H(X|Y). (8)

Cerchiamo ora di comprendere di quanto & variato il max appena calcolato nell’espressione (8), rispetto al valore
massimo di W calcolato nella lezione scorsa, quando non era nota alcuna informazione addizionale Y. Ricordiamo
che tale “vecchio” valore massimo era pari a

W = Zpilogoi — H(X).

Denotando con A la differenza tra nuovo massimo e vecchio massimo otteniamo che

A= <Zpl logo; — H(X|Y) > (Zpl log 0; — X)>
= H(X) - H(X|Y) = I(X;Y)

Informalmente, possiamo dire che nella nuova situazione in cui disponiamo della conoscenza di una vc causale
ausiliaria Y, allora usando la strategia ottima il capitale crescera con un fattore moltiplicativo pari a

~ 2n[W+I(X;Y)]’ (9)



mentre prima il capitale cresceva con un fattore moltiplicativo pari a
A~ 2"W (10)

Di nuovo, il risultato matematico ha una piacevole interpretazione intuitiva: L’incremento della crescita del
capitale, dall’espressione (10) all’espressione (9), dipende esclusivamente da quanta informazione addizionale il
gtocatore possiede sugli esiti delle gare, ed esso € quantificato esattamente dalla mutua informazione I1(X;Y).



