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Quindi abbiamo trovato le costante ¢ = 6 e ng = 4 per cui la (1) & vera.
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Quindi abbiamo trovato le costante ¢ = 10 e ng = 2 per cui la (2) & vera.
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Quindi, ad esempio, la (3) ci dice che 7n1% + 8n® + 5 = O(n'?).

Cosa vuol dire cio in pratica?

Vuol dire che la velocita di crescita della funzione 7n'® 4 8n® + 5 non &
maggiore di quella della piti semplice funzione n'®, infatti se consideriamo
il rapporto tra le due funzioni 7n® + 8n° + 5 ed n'®, otteniamo
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ed entrambi i termini 8/n° e 5/n'° vanno a zero al crescere di n, ovvero i
termini 8n° e 5 sono entrambi trascurabili, rispetto a n'°, quando n &
molto grande.
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aknk + ak,lnk_l +...+ain+a < |ak|nk + |ak,1\nk_1 + ...+ |81|n + ‘30‘

< |ak|n* + |ar_1|n* + ... + |ar|n* + |ao|n¥

<

< (|2l + [ak—1] + . + |a] + |ao|)n®

= cn*.
ponendo ¢ = |ax| + |ak—1| + ...+ |a1] +]ao|. Quindi, se vogliamo
descrivere la velocita di crescita di un polinomio, bastera concentrarci
solo sul suo termine di grado massimo.

Si inizia quindi a comprendere la utilita della notazione asintotica, che
permette in maniera compatta di esprimere come una funzione cresce, al
crescere del suo argomento.
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ad n— 2 e cosi via. In totale, il numero di operazioni effettuate sara
quindi

? n(n+1)

n—|—(n—1)—|—(n—2)+...+2—|—1:Zi:T~ (4)



Proviamo che



Proviamo che

n+1)
I ——

i=1

E piu facile calcolare 237 i



Proviamo che

(n + n(n+1)
i =
i=1

E pit facile calcolare 23", i. Infatti, essa sara

n
22;:1+ 2+ 34...

n+



Proviamo che

(n + n(n+1)
i =
i=1

E pit facile calcolare 23", i. Infatti, essa sara

n
22;:1+ 2+ 34...

n+(n—-1)+(n-2)+...

+2+1



Proviamo che

(n + n(n+1)
i =
i=1

E pit facile calcolare 23", i. Infatti, essa sara

n
22;:1+ 2+ 34...

n+(n—-1)+(n-2)+...

=(n+1)n

+2+1



Proviamo che

(n + n(n+1)
i =
i=1

E pit facile calcolare 23", i. Infatti, essa sara

n
22;:1+ 2+ 34...

n+(n—-1)+(n-2)+...

=(n+1)n

da cui

z":i_ n(n+1)
L2
i=1

+2+1
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Ritorniamo all’algoritmo

Algoritmo(a)

x=0;y=0

FOR(/i =0;i < n;i=i+1){
FOR(j = i;j < nj=j+1){

x=x+a[j] }
y=y+i}
RETURN x + y

[l numero di operazioni y = y + i al di fuori del secondo FOR
dell’algoritmo Algoritmo(a) & pari ad n, per cui il numero totale
T(n) di operazioni elementari che I'algoritmo esegue & pari a
n(n+1)/2 + n, per cui, applicando la definizione di O, possiamo
dire che T(n) = O(n?).
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abbiamo che log1 = 0 < 1. Supposto vero log n < n, proviamo che
log(n+1) < n+ 1. Avremo
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Osserviamo inoltre che, poiche vale log nk = k log n, per ogni costante k
abbiamo anche che log n* = k log n < kn e quindi log* n = O(n).
Come esempio, possiamo quindi osservare che
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x=x+1
y=2xy
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RETURN x
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Analizziamo la complessita dell'algoritmo:

Algoritmo(n)

x=0y=1

WHILE(y < n+1){
x=x+1
y=2xy

}

RETURN x

Osserviamo che dopo la prima iterazione del ciclo WHILE vale che y = 21,
dopo la seconda iterazione vale che y = 2 = 22, dopo la terza iterazione
vale chey:2><2><2:23, ..., e cosl via.

Pertanto, la iterazione i-esima in cui terminiamo sara quella per cui vale

che y =2/ < n < 2" owvero i < logn.

Poiche in ogni iterazione del ciclo WHILE eseguiamo un numero costante
di operazioni, ne segue che la complessita T(n) dell'algoritmo sara
T(n) = O(log n).
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Abbiamo visto che logn < n. Cosa possiamo dire su logn e \/n?

Vale che log+/n < log n, da cui otteniamo che
(1/2)log n = log n'/? = log+/n < \/n

(in quanto sappiamo che log x < x), ovvero log n < 2+/n, per cui

log n = O(y/n).
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Infine, per provare che n! = O(n") osserviamo che
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n volte n volte
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nella (5).

Altro esempio: log® n'® = O(¢/n), basta porre a =2, b = 10, k = 1/6 nella (5).
Occorre provare che per ogni a, b, k > 0

Je,no : (logn®)* < en®, ¥n > no (6)

Proviamolo innanzitutto nel caso a = 1. Ricordiamo che log x” = y log x, e che
log x < dx. Pertanto

(log n®) = (blog n) = (b% - klogn) = (b% -log n*) < b%dnk,

provando la (6) per a =1, (ma Vk), con ¢ = (bd)/k.



Proviamo ora che

V costanti a > 0,b > 0,k > 0 vale log® n® = O(n"). (5)
Ad esempio, log® n® = O({/n), infatti basta infatti porre a=5,b =6,k = 1/3
nella (5).

Altro esempio: log® n'® = O(¢/n), basta porre a =2, b = 10, k = 1/6 nella (5).
Occorre provare che per ogni a, b, k > 0

Je,no : (logn®)* < en®, ¥n > no (6)

Proviamolo innanzitutto nel caso a = 1. Ricordiamo che log x” = y log x, e che
log x < dx. Pertanto

(log n®) = (blog n) = (b% - klogn) = (b% -log n*) < b%dnk,

provando la (6) per a =1, (ma Vk), con ¢ = (bd)/k. Nel caso generale,
usando la (6) con parametri a =1, b arbitrario, e k/a avremo

log® n® = (log n®)°



Proviamo ora che

V costanti a > 0,b > 0,k > 0 vale log® n® = O(n"). (5)

Ad esempio, log® n® = O({/n), infatti basta infatti porre a=5,b =6,k = 1/3
nella (5).

Altro esempio: log® n'® = O(¢/n), basta porre a =2, b = 10, k = 1/6 nella (5).
Occorre provare che per ogni a, b, k > 0

Je,no : (logn®)* < en®, ¥n > no (6)

Proviamolo innanzitutto nel caso a = 1. Ricordiamo che log x” = y log x, e che
log x < dx. Pertanto

(log n®) = (blog n) = (b% - klogn) = (b% -log n*) < b%dnk,

provando la (6) per a =1, (ma Vk), con ¢ = (bd)/k. Nel caso generale,
usando la (6) con parametri a =1, b arbitrario, e k/a avremo

log” n® = (log n®)* < (cn*/?)?



Proviamo ora che

V costanti a > 0,b > 0,k > 0 vale log® n® = O(n"). (5)

Ad esempio, log® n® = O({/n), infatti basta infatti porre a=5,b =6,k = 1/3
nella (5).

Altro esempio: log® n'® = O(¢/n), basta porre a =2, b = 10, k = 1/6 nella (5).
Occorre provare che per ogni a, b, k > 0

Je,no : (logn®)* < en®, ¥n > no (6)

Proviamolo innanzitutto nel caso a = 1. Ricordiamo che log x” = y log x, e che
log x < dx. Pertanto

(log n®) = (blog n) = (b% - klogn) = (b% -log n*) < b%dnk,

provando la (6) per a =1, (ma Vk), con ¢ = (bd)/k. Nel caso generale,
usando la (6) con parametri a =1, b arbitrario, e k/a avremo

log” n® = (log n®)* < (cn'*/?)? = c?n*



Proviamo ora che

V costanti a > 0,b > 0,k > 0 vale log® n® = O(n"). (5)

Ad esempio, log® n® = O({/n), infatti basta infatti porre a=5,b =6,k = 1/3
nella (5).

Altro esempio: log® n'® = O(¢/n), basta porre a =2, b = 10, k = 1/6 nella (5).
Occorre provare che per ogni a, b, k > 0

Je,no : (logn®)* < en®, ¥n > no (6)

Proviamolo innanzitutto nel caso a = 1. Ricordiamo che log x” = y log x, e che
log x < dx. Pertanto

(log n®) = (blog n) = (b% - klogn) = (b% -log n*) < b%dnk,

provando la (6) per a =1, (ma Vk), con ¢ = (bd)/k. Nel caso generale,
usando la (6) con parametri a =1, b arbitrario, e k/a avremo

log® n® = (log n®)* < (cn™/?) = " da cui log” n® = O(n")



La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.



La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome

0(1) costante




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome

0(1) costante

O(log log n) log log




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
0(n?) quadratico




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
0(n?) quadratico
Oo(n?) cubico




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
0(n?) quadratico
Oo(n?) cubico
O(n*) (k> 1) | polinomiale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
0(n?) quadratico
Oo(n?) cubico
O(n*) (k> 1) | polinomiale
O(a") (a > 1) | esponenziale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
0(n?) quadratico
Oo(n?) cubico
O(n*) (k> 1) | polinomiale
O(a") (a > 1) | esponenziale
O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log® n? = O(n)
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(/n), ¢ >1 | sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
o(n?) quadratico
o(n%) cubico
O(n*) (k> 1) | polinomiale
O(a") (a>1) | esponenziale
O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log® n? = O(n)
o1 costante
O(Iog(lo)g n) log log > Tlogn® = O(V/n)
O(log n) logaritmico
O(/n), ¢ >1 | sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
o(n?) quadratico
o(n%) cubico

O(n*) (k> 1) | polinomiale
(a> 1) | esponenziale

O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log® n? = O(n)
o1 costante
O(Iog(lo)g n) log log > Tlogn® = O(V/n)
O(log n) logaritmico > 6nlog® n'® = O(n°/%)
O(/n), ¢ >1 | sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
o(n?) quadratico
o(n%) cubico

O(n*) (k> 1) | polinomiale
(a> 1) | esponenziale

O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3|og3 n?> = O(n)
0o(1) costante > 3
O(log log n) log log > Tlog™n* = O(V/n)
O(log n) logaritmico > 6nlog® n'® = O(n°/%)
O(/n), ¢ >1 | sublineare
> /n=
O(n) lineare Vn=0(n)
O(nlog n) nlogn
0(n?) quadratico
Oo(n?) cubico

O(n*) (k> 1) | polinomiale
(a> 1) | esponenziale

O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log®n? = 0(n)
0(1) costante 2 3 ,
O(log log n) log log > Tlog™n® = O(V/n)
O(log n) logaritmico > 6nlog® n'® = O(n°/%)
O(/n), ¢ >1 | sublineare
» 2/n=
O(n) lineare V= 0(n)
O(nlog n) nlogn > nlogn= O(n)
0(n?) quadratico
Oo(n?) cubico

O(n*) (k> 1) | polinomiale
(a> 1) | esponenziale

O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log®n? = 0(n)
0(1) costante 2 3 ,
O(log log n) log log > Tlog™n® = O(V/n)
O(log n) logaritmico > 6nlog® n'® = O(n°/%)
O(/n), ¢ >1 | sublineare
> Un=
O(n) lineare V= 0(n)
O(nlog n) nlogn > nlogn= O(n)
0(n?) quadratico = ¥/n= 0(n/log n)
Oo(n?) cubico

O(n*) (k> 1) | polinomiale
(a> 1) | esponenziale

O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log®n? = 0(n)
0(1) costante 2 3 ,
O(log log n) log log > Tlog™n® = O(V/n)
O(log n) logaritmico > 6nlog® n'® = O(n°/%)
O(/n), ¢ >1 | sublineare e
O(n) lineare > /n=0(n)
O(nlog n) nlogn > nlogn= O(n)
0(n?) quadratico = ¥/n= 0(n/log n)
o(n%) cubico > 10— 0(2")

O(n*) (k> 1) | polinomiale
(a> 1) | esponenziale

O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log®n? = 0(n)
0(1) costante 2 3 ,
O(log log n) log log > Tlog™ n® = O(V/n)

O(log n) logaritmico > 6nlog® n'® = O(n°/%)
O(/n), ¢ >1 | sublineare e
O(n) lineare > /n=0(n)

O(nlog n) nlogn > nlogn= O(n)
0(n?) quadratico = ¥/n= 0(n/log n)
o(n?) cubico > 10 — O(on

= 0(2
O(n*) (k > 1) | polinomiale " (27)
O(a") (a > 1) | esponenziale > n®=0(2"/n")
O(n!) fattoriale




La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va
interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione
f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Per cui, ad esempio

Espressione O nome > 3log®n? = 0(n)
0(1) costante 2 3 ,
O(log log n) log log > Tlog™n® = O(V/n)
O(log n) logaritmico > 6nlog® n'® = O(n°/%)
O(/n), ¢ >1 | sublineare e
O(n) lineare > /n=0(n)

O(nlog n) nlogn > nlogn= O(n)
0(n?) quadratico = ¥/n= 0(n/log n)
o(n%) cubico > 10— 0(2")

O(n*) (k> 1) | polinomiale
O(a") (a > 1) | esponenziale > n'% = 0(2"/n") (in quanto
o(n') fattoriale equivale a dire che

nlO . n7 — n17 — O(2n))



La seguente tabella & molto utile per risolvere esercizi. Essa va

interpretata nel modo seguente: leggendo dall’alto in basso, una funzione

f(n) in “alto” & O di una qualsiasi funzione g(n) pit in “basso”.

Espressione O nome
0(1) costante
O(log log n) log log
O(log n) logaritmico
O(y/n), ¢ > 1| sublineare
O(n) lineare
O(nlog n) nlogn
0(n?) quadratico
Oo(n?) cubico
O(n*) (k> 1) | polinomiale
O(a") (a > 1) | esponenziale
O(n!) fattoriale

Per cui, ad esempio

>

>

>
>
>

v

3log® n? = O(n)
7log?® n* = O(¥/n)
6nlog® n'® = O(n®*)
= 0(n)

/nlogn = O(n)
= &/n= 0(n/log n)

n'® = 0(2")

> n'%=0(2"/n") (in quanto

equivale a dire che
nlO . n7 — n17 — O(2n))

7" = O(n!)



Utili regole per il confronto tra funzioni



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)) = ad(n) = O(f(n)), V costante a > 0



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)) = ad(n) = O(f(n)), V costante a > 0

Ad esempio: logn = O(n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)) = ad(n) = O(f(n)), V costante a > 0

Ad esempio: logn = O(n) = 7logn = O(n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n))



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n)) = d(n) + e(n) = O(f(n) + g(n))



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n)) = d(n) + e(n) = O(f(n) + g(n))

Ad esempio: log n = O(n),/n= O(n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n)) = d(n) + e(n) = O(f(n) + g(n))

Ad esempio: logn = O(n),v/n= O(n) = logn+ /n= O(n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n))



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n)) = d(n)e(n) = O((n)g(n))



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n)) = d(n)e(n) = O((n)g(n))

Ad esempio: logn = O(y/n),/n = O(y/n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), e(n) = O(g(n)) = d(n)e(n) = O((n)g(n))

Ad esempio: logn = O(+/n),/n = O(y/n) = /nlogn = O(n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), f(n) = O(g(n))



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), f(n) = O(g(n)) = d(n) = O(g(n))



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), f(n) = O(g(n)) = d(n) = O(g(n))

Ad esempio: logn = O(y/n),v/n = O(n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d(n) = O(f(n)), f(n) = O(g(n)) = d(n) = O(g(n))

Ad esempio: logn = O(y/n),+/n = O(n) = logn = O(n)



Utili regole per il confronto tra funzioni

f(n) = agn +---a1n + ap



Utili regole per il confronto tra funzioni

d

f(n) = agn +---ain+ ap = f(n) = O(n9)



Utili regole per il confronto tra funzioni

d

f(n) = agn +---ain+ ap = f(n) = O(n9)

Ad esempio: 5n” + 6n* 4+ 3n3 4100 = O(n")



Utili regole per il confronto tra funzioni

n* = 0(a"), V costanti x > 0,a>1



Utili regole per il confronto tra funzioni

n* = 0(a"), V costanti x > 0,a>1

Ad esempio: n1% = O(2")
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