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Sommario della Lezione

» Grafi diretti aciclici

> Connettivita forte in grafi diretti
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€ una sequenza di nodi vy, va, ..., Vv, tale che

(vi,vis1) € Eperognii=1,....n-1lev=v,

Esempio: questo grafo contiene vari cicli.
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Un grafo G non diretto senza cicli ha una struttura molto semplice: o &
un albero (se G & connesso) oppure ogni sua componente connessa & un
albero (in tal caso G viene chiamato una foresta).

La questione & molto pil complessa nel caso di grafi diretti

Esempio: il grafo di seguito non & né un albero, né ha cicli!
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(directed acyclic graph)

Strutture di tipo DAG hanno molte applicazioni. Potremmo avere, ad
esempio, “compiti” ¢y, ¢, ..., C, da eseguire con la condizione che per
certe coppie (cj, ¢j) di tali compiti & necessario che il compito ¢; debba
essere eseguito prima di ¢;

Esempi:
*» Propedeuticita tra corsi: il corso ¢; deve essere seguito prima di ¢;
> Esecuzione in pipeline di job: il job ¢; deve essere eseguito prima di
¢j in quanto I'input di ¢; richiede I'output di ¢;
> Processi industriali

> CRRY
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Possiamo rappresentare tali vincoli sull’ordine di esecuzione dei compiti
mediante un grafo diretto G = (V, E) in cui

» V={c,...,c,} rappresenta |'insieme dei compiti da svolgere

» (ci,¢j) € E se il compito ¢; deve essere eseguito prima del compito ¢;
E che c’entrano i DAG?
Supponiamo che il grafo G = (V/, E) che rappresenta i vincoli sull'ordine
di esecuzione dei compiti non sia un DAG. Cio vuol dire che in G esiste
un ciclo diretto, ad esempio:

Dal punto di vista dei vincoli sull'esecuzione dei compiti, cido vorrebbe
dire che il compito 1 deve essere eseguito prima del compito 2, il compito
2 deve essere eseguito prima di 3, ma il compito 3 deve essere eseguito
prima del compito 1!, il che & ovviamente impossibile.
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Quindi se il grafo diretto che descrive i vincoli sull’ordine di esecuzione
dei compiti non & un DAG allora non vi & alcun modo di eseguire tutti i
compiti rispettando i vincoli sul loro ordine di esecuzione relativo.

Nascono quindi due interessanti problemi algoritmici:
1. Dato un grafo diretto G = (V, E) scoprire se esso & un DAG

2. Dato un DAG descrivente i vincoli sull'ordine di esecuzione di certi
compiti, determinare una numerazione n(vy), n(v2),...,n(v,) dei
compiti in modo tale che per ogni arco diretto (v;, v;) abbiamo che
n(v;) < n(v;) (ovvero seguendo I'ordine naturale della numerazione il
compito v; viene correttamente eseguito prima del compito v;)
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Nell’esempio di sotto, il grafo G a sinistra & un DAG, a destra compare
all'interno di ciascun nodo la numerazione n(-) di cui abbiamo parlato, e
di sotto un modo alternativo di rappresentare lo stesso grafo G.
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Fatto 3. Se G ammette un ordinamento topologico allora G & necessaria-
mente senza cicli.

Ricordiamo che se G ammette un ordinamento topologico allora gli archi
di G vanno solo da vertici con numeri n(-) bassi a vertici con numeri n(-)
alti. Se in G esistesse un ciclo, esso deve per forza partire da un nodo e

ritornarvi:
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il che contraddice il fatto che G abbia un ordinamento topologico, visto
che ¢’ un arco che va da un vertice con n(-) alto ad un vertice con
numero n(-) basso.
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entrante.
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Si. Proviamo innanzitutto il seguente utile risultato.

Fatto 4. Se G & un DAG allora ha un vertice senza archi entranti.
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Prova: Supponiamo (per assurdo) che ogni vertice di G abbia un arco
entrante. Consideriamo un generico vertice v e seguiamo all’indietro gli archi
che entrano in v. Poich& v ha almeno un arco (u, v) entrante in esso possiamo
andare in u. Poiché u ha almeno un arco (x, u) entrante in esso possiamo
andare in x, e cosi via per sempre...

Ma il grafo & fatto da un numero finito di vertici, quindi prima o poi ripassiamo
due volte in uno stesso vertice w. La sequenza di vertici tra due successive
visite di w € un ciclo, contraddicendo il fatto che G sia un DAG
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Prova per induzione su k = |V|. Se k =1 non v'é nulla da provare.

Dato un DAG G con k > 1 vertici, troviamo in G un vertice v senza archi
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L'algoritmo per il calcolo dell'ordinamento topologico di un DAG G (la
variabile i & da intendersi come variabile globale).

TopSort (G)
1. i=0;
2. Per ogni nodo v calcola in-d(v)=numero di archi entranti in
v
3. Estrai un nodo dalla v coda Q e:

3.1 i=i+1, n(v)=i;

3.2 Decrementa di 1 il valore in-d(u), per tutti i vertici u
nella lista di adiacenza di v;

3.3 Inserisci in Q tutti i nodi u nella lista di adiacenza
di v che si ritrovano ad avere in-d(u)=0;

4. Ripeti il passo 4. fino a che la coda Q non diventa vuota
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Parliamo ora di componenti fortementi connesse di un grafo diretto

G = (V,E). In analogia con il caso di grafi non diretti, possiamo definire
la componente fortemente connessa contenente il generico vertice s di un
grafo diretto G come I'insieme dei nodi v tali che s e v sono
mutualmente raggiungibili.

Sempre in perfetta analogia con il caso di grafi non diretti, possiamo
mostrare il seguente fatto:

Fatto 2. Per ogni coppia di nodi u e v nel grafo diretto G, le loro componenti
fortemente connesse o sono uguali o sono disgiunte (ciog¢ non hanno alcun
nodo in comune)
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ci assicura che i nodi in F sono raggiungibili a partire da s, mentre |
fatto che i nodi in F appaiono nell'albero DFS prodotto da DFS(s) in GR
ci assicura che da tutti i nodi in F & possibile raggiungere s, ergo F € la
componente connessa di s.



E se volessimo calcolare tutte le componenti fortemente connesse di un
grafo G = (V,E)?
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E se volessimo calcolare tutte le componenti fortemente connesse di un
grafo G = (V,E)?

AlgoritmoTutte CF(G)
FOR ciascun vertice ue V marca u
FOR ciascun vertice ue V
IF (u ‘‘non Esplorato’’)
THEN esegui DFS(u) e calcola 1’istante i(u)
in cui v viene visitato per la prima volta
e 1’istante f(u) in cui la ricorsione su u termina
FOR ciascun vertice ue€ V marca u ‘non Esplorato’’
FOR ciascun vertice ue V nell’ordine degli f(u) decrescenti
IF (u ‘‘non Esplorato’’)
THEN esegui DFS(u) nel grafo GF
RETURN gli alberi prodotti dalla DFS nel grafo G come
componenti fortementi connesse di G
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Diamo una prova del perche I'algoritmo produce le componenti
fortementi connesse (c.f.c.) del generico grafo input G = (V, E).

Siano Cy,..., Cx le c.f.c di G. Ricordiamo che, per definizione di c.f.c.,
) 9

queste sono disgiunte tra di loro e se si “esce” con un arco da una di

esse, non & possibile rientrarvi.



Diamo una prova del perche I'algoritmo produce le componenti
fortementi connesse (c.f.c.) del generico grafo input G = (V, E).

Siano Cy,..., Cx le c.f.c di G. Ricordiamo che, per definizione di c.f.c.,
) 9

queste sono disgiunte tra di loro e se si “esce” con un arco da una di

esse, non & possibile rientrarvi.

Definiamo un nuovo grafo G’ = (V' E’), dove V' ={Cy,..., Ck}
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fortementi connesse (c.f.c.) del generico grafo input G = (V, E).

Siano Cy,..., Cx le c.f.c di G. Ricordiamo che, per definizione di c.f.c.,
) 9

queste sono disgiunte tra di loro e se si “esce” con un arco da una di

esse, non & possibile rientrarvi.

Definiamo un nuovo grafo G’ = (V' E’), dove V' ={Cy,...,Cx} e c’& un
arco diretto (Gj, G;) dal “vertice” C; al "vertice” C; se e solo se, nel grafo
G = (V, E) esiste un qualche arco della forma (u, v), dove ue Gie v e C,.
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Proviamo che G’ = (V’, E") & un DAG, ovvero non ha cicli.

Se avesse un ciclo, ad es. (G, G,), (G, Cy),-..,(Ci, Cy), questo vorrebbe
dire che, nel grafo G = (V, E), da ogni vertice di C; & possibile raggiungere il
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raggungere ogni vertice di Cj,(ricordiamo che i Cj; sono componenti fortemente
connesse di G e quindi se “entro” in una c.f.c posso raggiungere ogni altro
vertice della stessa componente mediante un cammino diretto).

Iterando, da ogni vertice di C;, & possibile raggiungere il vertice v;, di G, che &
connesso ad un qualche vertice uiz di C;;, da cui poter raggungere ogni vertice
di G;.

In questo modo, potremmo raggiungere ogni vertice di C;, da cui & possibile
rggiungere ogni vertice di Cj.

Cosa abbiamo ottenuto? Che da ogni vertice ogni C;; & possibile raggiungere
ogni vertice di ogni altra componente C;,. Detto in altri termini, tutti i vertici
in U;C;; sono raggiungibili tra di loro, ovvero I'insieme dei vertici in u;C; sono
un'unica componente fortemente connessa, contro |'ipotesi!
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Per ogni c.f.c G, peri=1,...,k, definiamo f(C;) = max{f(u):ue G} (i
valori f(+) sono calcolati nell'algoritmo AlgoritmoTutte_CF(G).
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Come conseguenza di quello che abbiamo appena provato, otteniamo che
la componente connessa C con f(C) massimo non ha archi entrantil.

Infatti, se avesse un arco entrante che parte da qualche altra c.f.c C’,
allora, per quanto appena provato, varrebbe f(C’) > f(C), contro la
massimalita di £(C).

Notiamo che le c.f.c di G sono le stesse c.f.c di GF. Infatti, se C & una
c.f.c. di G, allora cio vuol dire che Yu, v € esiste un percorso diretto da u
a v edunoda v ad u. Chiaramente, lo stesso vale in GF.
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Ritorniamo ora all’algoritmo AlgoritmoTutte CF(G).

AlgoritmoTutte CF(G)
FOR ciascun vertice ue€ V marca u
FOR ciascun vertice ue V
IF (u ‘‘non Esplorato’’)
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‘‘non Esplorato’’

connesse di G

La seconda parte dell’algoritmo consiste nell’effettuare delle visite DFS in GF, a
partire dal nodo u che ha valore f(u) massimo.

Questo nodo appartiene sicuramente ad una componente connessa C di G che non ha
archi entranti, per quanto prima osservato.

Potrebbe avere archi uscenti, ma questi archi in GR sono entranti. Questo vuol dire
che quando eseguiamo DFS(u), scopriremo tutti i nodi in C in quanto, per definizione
di c.f.c, tutti i nodi di C sono raggiungibili da u, e poi ci fermiamo, in quanto non &
possibile nel grafo GR, uscire da C.

Di conseguenza, il primo albero prodotto da AlgoritmoTutte_CF(G) corrisponde
esattamente ai nodi di C, corretta componente fortemente connessa di G.
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