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» Cio non accade per gli algoritmi basati sulla ricorsione +
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Esempio 2: Scheduling di attivita. Se O & una soluzione ottima al
problema dello Scheduling di attivita, e n € O, allora O — {n} & una
soluzione ottima al sottoproblema relativo alle attivita{l,..., p(n)}
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anch’esso il pit corto che va da C a D.

Se non lo fosse allora sarebbe possibile andare da C a D con un percorso

pit corto di quello nero, ad esempio quello indicato in rosso nella figura
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E chiaro che cosi facendo abbiamo trovato un percorso globale che va da
A a B di lunghezza inferiore a quello originale totalmente nero, contro
I'ipotesi che avevamo fatto che quest’ultimo rappresentasse la via pitl
corta per andare da A a B
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Consideriamo il seguente grafo in cui la distanza tra punti & calcolata
come il numero di archi che occorre attraversare per andare da un punto
all'altro

Il cammino pil lungo per andare dal punto a al punto e consiste in
a-b-c-d-e.

Esso passa attraverso b, ma il cammino piu lungo dal punto b al punto e
non & b-c-d-e, bensi & b-c-a-d-e. Quindi, non si pud usare PD per
risolvere questo problema!
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opt(v) = p(v)+ > opt(y)

u:u nipote di v
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2. Nel secondo caso in cui il nodo v non ¢ invitato alla festa ottima, i
suoi figli nell’albero avranno la liberta di partecipare o non partecipare a
seconda di cosa sia pill conveniente, quindi:

opt(v) = Z opt(u)

u: u figlio di v

Quale di queste due eventualita & la migliore? Non lo sappiamo, e quindi
poniamo

opt(v) = max < p(v) + Z opt(u), Z opt(u)

u:u nipote di v u: u figlio di v

con caso base opt(f) = p(f) per tutti i nodi foglia f nell’albero.
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L'algoritmo prende in input 'albero T = (V, E), il vettore dei pesi p(v)
e la radice r dell’albero. Fa uso di un vettore Opt (v), indicizzato dai
nodi interni dell’albero T.

CalcolaOpt(T,p,r)
1. IF (r & una foglia) {

2. RETURN p(r)

3 } ELSE {

4. IF (Opt(r) non & definito) {

5 Opt (r)=max(p(r)+ D_ ., roowea r C2Lc01a0pt(T,p,u),

Zu: ufiglio di r Calcola0pt(T,p,u) )

}
}

6. RETURN (Opt(x))

Complessita: Per ogni nodo v dell’albero, I'algoritmo calcola il valore
Opt(v) una sola volta, pertanto la sua complessita & ©(n), dove n & il
numero di nodi nell'albero
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Per introdurre il prossimo esempio di applicazione della tecnica
Programmazione Dinamica, ricordiamo la definizione di palindromo. Una
stringa & palindroma se non cambia leggendola da destra a sinistra e
viceversa.

Ad esempio ossesso ed ingegni sono due palindromi.

Data una stringa di n caratteri S[1]...5[n] = a1a; ... a, vogliamo
calcolare il minimo numero di caratteri che occorre inserire in
S[1]...S[n] per renderla un palindromo.

Ad esempio, la stringa geni, pud essere trasformata in un palindromo
ingegni mediante l'inserzione dei tre caratteri i, n, e g.
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n[i,j — 1] caratteri), e sceglierci la via migliore.



Avremo quindi

0, sei=j
nli,j] =



Avremo quindi

0, sei=j
nlij1 =4 nli+ 1, - 1], se i < j e S[i] = Sj]



Avremo quindi

0, sei=j
nli,jl]=< nli+1,j—1], se i < je S[i]=S[]
min{n[i +1,j],n[i,j — 1]} +1 sei<je S[i] # S[j]



Avremo quindi

0, sei=j
nli,jl=< nli+1,j —1], se i < je S[i]=S[j]
min{n[i +1,j],n[i,j — 1]} +1 sei<je S[i] # S[j]

Palindromo(S[i]...S[j])
1. IF (i==j) {
2. RETURN O



Avremo quindi

0, sei=j
nli,jl=< nli+1,j —1], se i < je S[i]=S[j]
min{n[i +1,j],n[i,j — 1]} +1 sei<je S[i] # S[j]

Palindromo(S[i]...S[j])

1. IF (i==j) {

2. RETURN O

3.} ELSE {

4. IF (n[i,j] non & definito) {

5 IF (S[il==S[jD) {

6 n[i,jl=Palindromo(S[i+1]...S[j-1])



Avremo quindi

0, sei=j
nli,jl=< nli+1,j —1], se i < je S[i]=S[j]
min{n[i +1,j],n[i,j — 1]} +1 sei<je S[i] # S[j]

Palindromo(S[i]...S[j])

1. IF (i==j) {

2. RETURN O

3. }ELSE {

4 IF (n[i,j] non & definito) {

5 IF (S[il==S[jD) {

6. n[i,jl=Palindromo(S[i+1]...S[j-1])

7 } ELSE {

8 n[i,jl=min(Palindromo(S[i+1]...S[j]1),

Palindromo(S[i]...S[j-11))+1

P}



Avremo quindi

0, sei=j
nli,jl=< nli+1,j —1], se i < je S[i]=S[j]
min{n[i +1,j],n[i,j — 1]} +1 sei<je S[i] # S[j]

Palindromo(S[i]...S[j])

1. IF (i==j) {

2. RETURN O

3. }ELSE {

4 IF (n[i,j] non & definito) {

5 IF (S[il==S[jD) {

6. n[i,jl=Palindromo(S[i+1]...S[j-1])

7 } ELSE {

8 n[i,jl=min(Palindromo(S[i+1]...S[j]1),

Palindromo(S[i]...S[j-11))+1

I

9. RETURN (nl[i,jl)



Avremo quindi

0, sei=j
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Complessita: ©(n?).
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Input: insieme di interi A= {a1,...,a,}, ai € {0,..., K} per ogni i.
Output: partizione di A in due insiemi S; ed S, disgiunti, che minimizzi
la quantita| >, cs, ai — D, e, ajl-

Sia S =(3_7_, a;)/2. Il problema in questione & equivalente a trovare un
insieme Sy la cui somma di elementi sia < S = (>.7_; a;)/2 e sia pii
vicina possibile a S = (3"7_; a;)/2.

Risolviamo quindi quest'ultimo problema.
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Sia

Pli.J] 1, se esiste un sottoinsieme di {a,...,a;} di somma pari a j
1 =
J 0  altrimenti

Vale
Pli,jl=1Pli-1,j]=1VP[i-1j—a]=1
ovvero
Pli,j] = max{P[i — 1,j],P[i — 1,j — a;]}.

Le condizioni iniziali sono esprimibili come

P[1,j] = 1, sea; =7
S 0  altrimenti

perj=1,...,
Pertanto, tutti i valori i valori P[i,j], per i=1,...nej=1,...,nKsi
possono calcolare in tempo O(n?K).
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Ritorniamo al nostro problema di partenza che era equivalente a trovare

un Sy che avesse somma < S = (a; +ax+ ...+ a,)/2 e fosse anche piu

vicina possibile a S = (3__; a;)/2. Ricordiamo anche che

Pln, 1, se qualche sottoinsieme di {ay,...,a,} ha somma j
n? = . .
J 0  altrimenti

possiamo allora semplicemente calcolare
max{j:j<S e P[n,jl=1}

che rappresenta appunto la piu grande somma di elementi in qualche
sottoinsieme di {a1,...,a,} che sia di valore pari al pit ad
S= (31+32+...+an)/2.
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In altri termini, il tutto si riduce al calcolo dei P(i,J), che & fatto
mediante il seguente algoritmo.

1. FOR (j=1, j<nK+1, j=j+1) {
2. P[1, jl=0
}
3. FOR (i=1, i<n, i=i+1) {
4. P[1,a;]=1
}

5. CalcolaP(A,1, nK)

CalcolaP(A,1i,))
1. IF (i==1) {
2. RETURN P[i,j]
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1. FOR (j=1, j<nK+1, j=j+1) {
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In altri termini, il tutto si riduce al calcolo dei P(i,J), che & fatto
mediante il seguente algoritmo.

1. FOR (j=1, j<nK+1, j=j+1) {
2. P[1, jl=0
}
3. FOR (i=1, i<n, i=i+1) {
4. P[1,a;]=1
}

5. CalcolaP(A,1, nK)

CalcolaP(A,1i,))

1. IF (i==1) {

2. RETURN P[i,j]

} ELSE {

IF (P[i,j] non & definito) {
P[i,jl=max(CalcolaP(A,i-1,j), CalcolaP(A,i-1,j-a;))

& o> 3

6. RETURN P[i,j]
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