
Soluzione delle relazioni di ricorrenza quando n non è

potenza di �

Consideriamo la seguente relazione di ricorrenza:

T (n) 
⇢

c0 se n  c

↵T (n/�) + f (n) altrimenti

con ↵ � 1 e � > 1 costanti.

Quando n non è una potenza di � la taglia di ciascun sottoproblema è

dn/�e oppure bn/�c.
Siccome vogliamo stabilire un limite superiore per T (n) mettiamoci nel

caso peggiore in cui la taglia di ciascun sottoproblema è dn/�e
Consideriamo quindi la seguente relazione di ricorrenza:

T (n) 
⇢

c0 se n  c

↵T (dn/�e) + f (n) altrimenti

con ↵ � 1 e � > 1 costanti. Assumiamo questa volta anche che

c � 2�/(� � 1). Ai fini pratici non cambia niente perchè un algoritmo il

cui tempo di esecuzione dipende dalla dimensione dell’input richiede tempo

costante per input la cui dimensione è limitata da una qualsiasi costante.



Soluzione delle relazioni di ricorrenza quando n non è

potenza di �
Nell’albero delle ricorsioni che abbiamo utilizzato per il calcolo di T (n) quando

n è una potenza di � dobbiamo sostituire ciascun n/� sul livello 1 con

N1 = dn/�e, ciascun n/�2
sul livello 2 con N2 = ddn/�e/�e , ciascun n/�3

sul

livello 3 con N3 = dddn/�e/�e�e, e cos̀ı via.

f(n)T(n)

T(n/β) T(n/β)
αf(n/β)

Sia h l’altezza dell’albero (h+1 livelli). Per i<h, Il tempo di esecuzione 
per tutte le chiamate ricorsive a livello i e` al piu` αi f(n/βi) .

T(n/β)

1 2 α

1 2 α

T(n/β2) T(n/β2) T(n/β2)

1 2 α

T(n/β2) Tn/β2) T(n/β2) α2 f(n/β2)



Soluzione delle relazioni di ricorrenza quando n non è

potenza di �

Osserviamo che

Ni = dNi�1/�e < Ni�1/� + 1

= dNi�2/�e/� + 1 < Ni�2/�
2
+ 1/� + 1

= dNi�3/�e/�2
+ 1/� + 1 < Ni�3/�
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< n/� i
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+ . . .+ 1

= n/� i
+

i�1X

j=0

(1/�)j < n/� i
+

1X

j=0

(1/�)j

= n/� i
+ 1/(1� 1/�) = n/� i

+ �/(� � 1)



Soluzione delle relazioni di ricorrenza quando n non è

potenza di �
Ni è la dimensione dell’input delle chiamate ricorsive a livello i .

L’algoritmo non e↵ettua chiamate ricorsive quando Ni  c. Quindi la

ricorrenza non sarà più applicata quando si arriva al livello i per cui per la

prima volta Ni  c. Questo livello i sarà quindi l’ultimo livello dell’albero.

Siccome abbiamo visto che Ni < n/� i
+ �/(� � 1), basta imporre

n/� i
+ �/(� � 1)  c che è soddisfatta per i �

⌃
log�

n

c��/(��1)

⌥
.

L’ultimo livello dell’albero è quindi il livello i =
⌃
log�

n

c��/(��1)

⌥
.

Nel seguito poniamo c1 = c � �/(� � 1). Si noti che siccome

c � 2�/(� � 1) allora c1 � 2�/(� � 1).

Ciascun nodo sul livello dlog� n/c1e corrisponde al tempo

T (Ndlog� n/c1e)  T (c)  c0. Il tempo totale per eseguire le ↵dlog� n/c1e

chiamate ricorsive in quest’ultimo livello è quindi  ↵dlog� n/c1ec0.

Per i < dlog� n/c1e, il tempo per eseguire tutte le chiamate sul livello i è

↵i
f (Ni ).

Sommando su tutti i livelli si ha

T (n)  ↵dlog� n/c1ec0 +

dlog� n/c1e�1X

i=0

↵i
f (Ni ). (3)



Soluzione delle relazioni di ricorrenza quando n non è

potenza di �
Come abbiamo fatto per il caso in cui n è potenza di �, vogliamo stimare

T (n) quando la funzione f (n) nella relazione di ricorrenza è limitata da

c
0
n
k
, dove c

0
e k sono due costanti tali che k � 0, c

0 > 0.

Dalla (3) nella slide precedente si ha che

T (n)  ↵dlog� n/c1ec0 +

dlog� n/c1e�1X

i=0

↵i
c
0
(Ni )

k

Siccome Ni < n/� i
+ �/(� � 1), si ha

T (n) < ↵dlog� n/c1ec0 +

dlog� n/c1e�1X

i=0

↵i
c
0
(n/� i

+ �/(� � 1))
k . (4)

Per ogni i della sommatoria si ha � i  �dlog� n/c1e�1 < � log� n/c1 = n/c1
per cui n/� i > c1 � �/(� � 1). Questa diseguaglianza insieme alla (4)

implica

T (n) < ↵dlog� n/c1ec0 +

dlog� n/c1e�1X

i=0

↵i
c
0
(2n/� i

)
k

= ↵dlog� n/c1ec0 + 2
k
c
0
n
k

dlog� n/c1e�1X

i=0

(↵/�k
)
i



Soluzione delle relazioni di ricorrenza quando n non è

potenza di �
Abbiamo visto che se f (n)  c

0
n
k
, con c

0 > 0 e k � 0 costanti, allora

T (n) < ↵dlog� n/c1ec0 + 2
k
c
0
n
k

dlog� n/c1e�1X

i=0

(↵/�k
)
i .

Poniamo c
0
1 = 2

k
c
0
in questa disequazione (c

0
1 è una costante maggiore di

0 perché k � 0 e c
0 > 0 ed entrambe sono costanti). Otteniamo quindi

T (n) < ↵dlog� n/c1ec0 + c
0
1n

k

dlog� n/c1e�1X

i=0

(↵/�k
)
i . (5)

per il caso in cui n è potenza di �, abbiamo dimostrato che

T (n)  ↵dlog� n/ce
c0 + c

0
n
k

dlog� n/ce�1X

i=0

(↵/�k
)
i .

e usato questa disuguaglianza per ottenere una stima asintotica di T (n).

Questa disuguaglianza è identica alla (5) se sostituiamo c con c1 e c
0
con

c
0
1 (c1 è una costante � 0 come c e c

0
1 è una costante > 0 come c

0
).

Possiamo quindi proseguire nella stima di T (n) nei tre casi ↵ = �k
,

↵ < �k
, ↵ > �k

cos̀ı come abbiamo fatto per il caso in cui n è potenza di

� e riottenere le stesse stime asintotiche.






