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Cammini minimi

l Problema del percorso piu` corto. Dato un grafo direzionato 
G = (V, E), con pesi degli archi  cvw, trovare il percorso piu` 
corto da s a t.

l Esempio.  I nodi rappresentano agenti finanziari e cvw e` il 
costo (eventualmente <0) di una transazione che consiste nel 
comprare dall’agente v e vendere immediatamente a w.
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Cammini minimi in presenza di archi con costo negativo

l Dijkstra.  Puo` fallire se ci sono archi di costo negativo

l Re-weighting.  Aggiungere una costante positiva ai pesi degli 
archi potrebbe non funzionare.
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Cammini minimi in presenza di archi con costo negativo

l Ciclo di costo negativo.
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Cammini minimi in presenza di archi con costo negativo
Osservazione.  Se qualche percorso da s a t contiene un ciclo di costo 
negativo allora non esiste un percorso minimo da s a t. In caso contrario 
esiste un percorso minimo da s a t che e` semplice (nessun nodo compare 
due volte sul percorso).

l Dim. Se esiste  un percorso P da s a t con un  ciclo C di costo negativo –c 
allora gni volta che attraversiamo il ciclo riduciamo il costo del percorso 
di un valore pari a c. Cio` rende impossibile definire il costo del percorso 
minimo perche` dato un percorso riusciamo sempre a trovarne uno di 
costo minore attraversando il ciclo C (osservazione questa che avevamo 
gia` fatto in precedenti lezioni). 

     Supponiamo ora che nessun percorso da s a t contenga cicli negativi e sia 
P un percorso minimo da s a t (ovviamente P e` privo di cicli di costo 
negativo). Supponiamo che un certo vertice v appaia almeno due volte in P. 
C’e` quindi in P un ciclo che contiene v e che per ipotesi deve avere costo 
non negativo. In questo caso potremmo rimuovere le porzioni di P tra due 
occorrenze consecutive di v in P senza far aumentare il costo del 
percorso che risulterebbe ancora minimo. 
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Cammini minimi in presenza di archi con costo negativo

     Osservazione.  Se qualche percorso da s a t contiene un ciclo 
di costo negativo allora non esiste un percorso minimo da s a t. 
In caso contrario esiste un percorso minimo da s a t che e` 
semplice (nessun nodo compare due volte sul percorso).

● Dim. Sia P un percorso da s a t con un  ciclo C di costo negativo 

–c. Ogni volta che attraversiamo il ciclo riduciamo il costo del 

percorso di un valore pari a c. Cio` rende impossibile de,nire il 

costo del percorso minimo perche` dato un percorso riusciamo 

sempre a trovarne uno di costo minore attraversando il ciclo C . 
     Sia ora P un percorso da s a t privo di cicli di costo negativo. 
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P. C’e` quindi in P un ciclo che contiene v e che per l’ ipotesi 
deve avere costo non negativo. In questo caso potremmo 
rimuovere le porzioni di P tra due occorrenze consecutive di v 
in P senza far aumentare il costo del percorso.
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dopo v lungo C 
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Cammini minimi:  Programmazione dinamica
Sia t la destinazione a cui si vuole arrivare.

Def.  OPT(i, v) = lunghezza del cammino piu` corto P per andare da v a t 
che consiste di al piu` i archi

Per computare OPT(i,v) quando i>0, esiste un arco uscente da v e v≠t, 
osserviamo che             
• il percorso ottimo P deve contenere almeno un arco (che ha come 

origine v).
•  se (v, w) e` il primo arco di P allora P e` formato da (v, w) e d 

percorso piu` corto da w a t di al  piu` i-1 archi.
• siccome non sappiamo quale sia il primo arco di P allora  

computiamo 
La formula di ricorrenza è quindi:
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𝑂𝑃𝑇(𝑖, 𝑤) = min
(",$)∈'

{ 𝑂𝑃𝑇(𝑖 − 1, 𝑤) + 𝑐"$} 

Group Testing in Arbitrary Hypergraphs and

Related Combinatorial Structures

Annalisa De Bonis

Dipartimento di Informatica, Università di Salerno, Fisciano (SA), Italy
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Abstract.

OPT (i, v) =

8
><

>:

0 se v = t

1 se v 6= t e i = 0 o se v 6= t e v non ha archi uscenti

min(v,w)2E{(c(v, w) +OPT (i� 1, w)} altrimenti

We consider a generalization of group testing where the potentially con-
taminated sets are the members of a given hypergraph F = (V,E). This
generalization finds application in contexts where contaminations can
be conditioned by some kinds of social and geographical clusterings. We
study non-adaptive algorithms, two-stage algorithms, and three-stage al-
gorithms. Non-adaptive group testing algorithms are algorithms in which
all tests are decided beforehand and therefore can be performed in par-
allel, whereas two-stage and three-stage group testing algorithms consist
of two stages and three stages, respectively, with each stage being a com-
pletely non-adaptive algorithm. In classical group testing, the potentially
infected sets are all subsets of up to a certain number of elements of the
given input set. For classical group testing, it is known that there exists
a correspondence between non-adaptive algorithms and superimposed
codes, and between two-stage group testing and disjunctive list-decoding
codes and selectors. Bounds on the number of tests for those algorithms
are derived from the bounds on the dimensions of the corresponding com-
binatorial structures. Obviously, the upper bounds for the classical case
apply also to our group testing model. In the present paper, we aim at
improving on those upper bounds by leveraging on the characteristics of
the particular hypergraph at hand. In order to cope with our version of
the problem, we introduce new combinatorial structures that generalize
the notions of classical selectors and superimposed codes.

1 Introduction

Group testing consists in detecting the defective members of a set of objects
O by performing tests on properly chosen subsets (pools) of the given set O. A
test yields a “yes” response if the tested pool contains one or more defective
elements, and a “no” response otherwise. The goal is to find all defectives by
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Cammini minimi:  Programmazione dinamica

Affermazione. Se non ci sono cicli di costo negativo allora  OPT(n-1,v) = 
lunghezza del percorso piu` corto da v a t.
Dim. Dall’osservazione precedente se non ci sono cicli negativi allora 
esiste un percorso di costo minimo da v a t che e`semplice e di 
conseguenza contiene al piu` n-1 archi 

Dove si usa l’osservazione di prima sul fatto che in assenza di cicli 
negativi il percorso minimo e` semplice?

Ecco dove… 
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Notiamo che nel secondo caso usiamo ∞ per indicare che se possiamo 
attraversare 0 archi o se non ci sono archi uscenti da v, non è possibile 
raggiungere t.
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Algoritmo di Bellman-Ford per i cammini minimi

l Assumiamo che per ogni v esista un percorso da v a t à n=O(m)
l Analisi.  Tempo Q(mn), spazio Q(n2).
l S[i,v]: Memorizza il  successore di v lungo il percoso minimo per andare da v a t 

attraversando al piu` i archi

Shortest-Path(G, t) {
foreach node v Î V

M[0, v] ¬ ¥
S[0, v] ¬ ∅ // ∅ indica che non ci sono percorsi 

//da v a t di al piu` 0 archi
for i = 0 to n-1

M[i, t] ¬ 0
S[i, t] ¬ t //t indica che non ci sono successori di t

//lungo il percorso ottimo da t a t
for i = 1 to n-1

foreach node v Î V
M[i, v] ¬ ¥, S[i, v] ¬ ∅
foreach edge (v, w) Î E

if M[i-1, w] + cvw < M[i, v]
M[i, v] ¬ M[i-1, w] + cvw
S[i,v]¬ w //serve per ricostruire i 

//percorsi minimi verso t
}
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Algoritmo di Bellman-Ford per i cammini minimi

Osservazione

• L’algoritmo di Bellman-Ford  di fatto calcola le lunghezze dei 
cammini minimi da v a t per ogni v (risolve Single Destination 
Shortest Paths)

• Queste lunghezze sono contenute nella riga n-1

• L’algoritmo puo` essere scritto in modo che prenda in input un 
vertice sorgente s ed un vertice destinazione t ma il contenuto 
della tabella M dipende solo da t.

• In altri termini, una volta costruita la tabella per un certo t, 
possiamo ottenere la lunghezza del percorso piu` corto da un 
qualsiasi nodo v al nodo t andando a leggere l’entrata M[n-1,v]
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Bellman-Ford: esempio
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0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
0 -3 ∞ 3 4 2
0 -3 0 3 3 0
0 -4 -2 3 3 0
0 -6 -2 3 2 0
0 -6 -2 3 0 0

0
1
2
3
4
5

t       a       b      c      d     e

t ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

t t ∅ t t t
t t e t a c
t b e t a c
t b e t a c
t b e t a c

0
1
2
3
4
5

t       a       b      c      d     e

M S

Come aggiorno la cella M[i,j] e la cella S[i,j], per i>1?
Inizialmente pongo M[i,j]=∞ e S[i,j]=∅.
Nella riga i-1 esamino tutte le entrate M[i-1,k]
per cui esiste l’arco (j,k) e  per ciascuna di queste entrate 
computo M[i-1,k]+cjk. Se questo valore è piu` piccolo di   
M[i,j], pongo M[i,j]= M[i-1,k]+cjk e S[i,j]=k.
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Algoritmo che produce il cammino minimo

FindPath(i,v):
  if S[i,v]= ∅ 
      output “No path”
       return
  if v= t 
      output t
      return
  output v
  FindPath(i-1,S[i,v])
  
  

prima volta invocato con i=n-1 e v 
uguale al nodo per il quale 
vogliamo computare il cammino 
minimo fino a t

tempo O(n) perche’ 
• se ignoriamo il tempo per la 

chiamata ricorsiva al suo 
interno, il tempo di ciascuna 
chiamata  e` O(1)

• vengono effettuate al piu` n-1 
chiamate
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Bellman-Ford: esempio

70

t ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

t t ∅ t t t
t t e t a c
t b e t a c
t b e t a c
t b e t a c

0
1
2
3
4
5

t       a       b      c      d     e

S

Supponiamo di voler conoscere il percorso minimo 
tra a e t
Invoco FindPath(5,a)
output a e effettua ricorsione con i=4 e v=S[5,a]=b
output b e effettua ricorsione con i=3 e v= S[4,b]=e
output e e effettua ricorsione con i=2 e v= S[2,e]=c
output c e effettua ricorsione con i=1 e v= S[1,c]=t
output t ed esci

Il percorso minimo da a verso t e` a,b,e,c,t

FindPath(i,v):
  if S[i,v]= ∅ 
      output “No path”
       return
  if v= t 
      output t
      return
  output v
  FindPath(i-1,S[i,v])
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